CORRECTION TD - E3

EXERCICES A MAITRISER

Ex. n°1 e Solution d’un oscillateur harmonique

1) Forme générale de la solution :
f(t) = A cos(wot) + B sin(wpt)
Condition initiale :
f0f)=0=4

Condition initiale sur la dérivée :
Go

f(0+) = G() = woB = B=—
Wo

Bilan :

f(t) = S—s sin(wot)

2) Forme générale de la solution :

f(t) = Fo + A cos(wpt) + B sin(wopt)

Condition initiale :
f(0Y)=0=FR+A4 = A=-F

Condition initiale sur la dérivée :

f(0"Y=0=wyB = B=0

Bilan :

f(t) = Fy [1 - cos(wot)}

3) Forme générale de la solution :

f(t) = A cos(wot) + B sin(wgt)

Condition initiale :
f(0+)=F1:A = A:Fl
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Condition initiale sur la dérivée :

f(0f)=0=wyB = B=0

Bilan :

| f(t) = Py cos(wt) |

Ex. n°2 e Solution d’un oscillateur amorti
1) Forme générale de la solution :

ft)=eM [A cos(Qt) + B sin(Qt)}

Condition initiale :

f0f)y=0=4
Condition initiale sur la dérivée :
G
f0)=G=0B = B=-7
Bilan :
ft) = C;; e~ sin(Qt)

2) Forme générale de la solution :

f(t) = Fo+ e [A cos(Qt) + B sin(m)}

Condition initiale :
f(()*) =0=Fh+A = A=-F
Condition initiale sur la dérivée :
AFy

f(0)=0=-2A+QB = B=-"

Bilan :

f(t) = Fy — Fy e ™ [cos(Qt) + % Sin(Qt)}

3) Forme générale de la solution :

F(t) = e [A ch(Qt) + B sh(Qt)}
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Condition initiale : o le condensateur est équivalent & un interrupteur ouvert : 4(07) =0
fO0)=F=A o la bobine est équivalente & un fil : ur,(07) =0
o une loi des maille donne :
Condition initiale sur la dérivée :
E=uc+u = u(Of):E
; AF C L c
f0F)=0=-2+0B = B=21

& On a continuité de ¢ et uc en t = 0, donc :

Bilan : S uc(07) = E| et i(0") =Cuc(0") = |uc(0t) =0
f(t) = Fy e |ch(Qt) + a sh(Qt)
On en déduit alors les constante A et B :
4) Forme générale de la solution : Uc(0+) —FE=A et Uc(0+) =0=uwyB
f(t) = Fo+ (A+ Bty e~ Bilan :
’uc(t) = F cos(wpt) ‘
Condition initiale :
f(0+):0:F0+A = A=-F Graphe :
Condition initiale sur la dérivée : E v - v ' - ———— m====== =3
. \
f(0+):O:—w0A+B = B=-wiFp i
1
]
1
Bilan : i
’ f(t) = Fy — Fy (1 + wot) e !
1
oL\ 200 WY A W (—
Ex. n°3 e Circuit LC en régime libre !
1
1
1) La loi des mailles (pour ¢ > 0) donne : i
1
1
di d2uc :
:uc—l—uL:uc—kL%:uc—&—LC’ 72 gl ¥

Sous forme canonique :

3) Effectuons un bilan de puissance. On prend la loi des mailles et multiplie par .

1
+wiuc(t) =0 avec: wy= ———

dzuc
di d di d (1 d (1
VLC OzuC+Ld—; = 0=ucC 28 4+Li & = ( cu%>+<u2>

dt?

> a7 a T ar\2 at \ 2

2) La solution de 'ED est : 1 1
On posant Eop = §C“20 + iLi2 I’énergie emmagasinée par le circuit, on obtient :

d (1, 1, d&ot

uc(t) = A cos(wpt) + B sin(wot)

Déterminons les conditions initiales. En ¢ = 07, le circuit est dans un état stationnaire :
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Puisque sa dérivée est nulle, &,; est bien une fonction constante,
initiale.

1 1 1
gtot(t) = &Ot(O) = §CU20(0) + §L22(0) = §CE2

Ex. n°4 e Circuit RLC en régime libre

1) La loi des mailles (pour ¢ > 0) donne :

duc

égale a sa valeur

d2 uc

di

dt

On divise par LC' :
d2uc R duc uc
e T a 1o’

Sous forme canonique :

d2 uc

wo duc
a2 T Q dt

—~ 4t wiuc(t)=0 avec: wp=-—— et Q

2) La solution de 'ED est :

ue(t) = e [A cos(Q) + B sin(Q)

Déterminons les conditions initiales. En t = 07, le circuit est dans un état stationnaire :

le condensateur est équivalent & un interrupteur ouvert : i(0~) =0
loi ’Ohm : ur(0~) =0
la bobine est équivalente a un fil : uz(07) =0

O O O O

une loi des maille donne :
E=ur+uc+u, = uc(O_) =F

On a continuité de ¢ et uc en t = 0, donc :

uc(0) = E| et i(0%) = Cuc(0t) =

uc(0%) =0

On en déduit alors les constante A et B :

uc(0f)=E=A4 et uc(0")=0=-M+QB = B=

N. Perrissin | 2025/2026 | TPC1, Mermoz

Bilan :

uc(t) = E e [cos(t) + % sin(Qt)

Graphe :

X E

1.0

0.0F

-0.51

><T0—

3) Effectuons un bilan de puissance. On prend la loi des mailles et multiplie par .

OfuR-l-uc—i—La ?z 0= Ri* +ucC L +det

d (1 d (1
— Ri?+ = [ ZCu? Bl el 7
0= Ri +dt <20uc>+dt (2 )

d (1 1 dEot )
% (20U2C + 2LZ2) = d; i = —RZQ <0

Ainsi,

On en déduit :

Puisque sa dérivée est négative, &+ est bien une fonction décroissante.

Ex. n°5 e Oscillateurs harmoniques ) SR @ §
0o
1) Loi des mailles :
di di du du
E=up, +up, +u=1L; %"’LQ %—F?L:LlC ﬁ—FLQC W—Fu
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Sous forme canonique : Ainsi :

d L di d?i
d*u u E i():%+cd71;+iL #i()ZE%—f—LCTiZQL—&—iL
- 4+ — A
dt? (L +L2)C  (L1+ L2)C i . di . ;
N B T 7 TR L
Donc : dt? RC dt LC LC
1
Wo = (L1 + L) C 3) Sous forme canonique ’équation s’écrit :
dgiL wo d’iL 2 . 92 .
2) Loi des mailles : d* ’ Q a T
di
E:uL—l—u:Ld—z—i—u On en déduit :
Loi des nceuds : ¢ = iy + i5. Ainsi : 1 oW 1 ~ lo==r C
wo = — e —_— = — = —_—
Y S Y PR e e :
— o \at T at - a7 ar?

Le régime pseudo-périodique est défini par :
Sous forme canonique :

1 L
dQJ U E Q>§ = C>47R2:0,25DF

4) D’aprés le graphe, on est en régime pseudo-périodique. Ainsi, la solution générale

Donc :
1 est : \
Wy = —F—— i t:e_t[Acoth +Bsith}+i
0 AT c(t) (2) (€2) | + o
Or, les conditions initiales sont :
Ex. n°6 e Circuit RLC en dérivation ) & ¢ g i(0N)=0=A+i, = A=—i
1) En régime permanent, la bobine est équivalente a un fil électrique. Elle va donc court- dli(oﬂ _ u(0™) —0=-MM+QB = B= _@
circuiter les deux autres composants : I'intégralité de l'intensité passe par sa branche. dt L Q

On en déduit que iy, est la courbe (1). Ainsi
insi,

La tension aux bornes du condensateur u (qui est la méme que celle aux bornes de la A\
résistance) est continue. Or, u = R ig, donc i est également continue en t = 0. Il s’agit ip(t) =g —ig e |cos(Qt) + a sin(t)
donc de la courbe (3).

Finalement, ic est la courbe (2). 5) On sait que la valeur de @ est du méme ordre de grandeur que le nombre d’oscillations
2) Loi des nceuds : ig = ig +ic +ir. visibles. On voit clairement 8 oscillations (le graphique ne montre pas les suivantes), on

. . A en déduit @ > 8. Or, on veut montrer que :
De plus, on a les relations courant/tension pour chaque dipole :
wo 1
di du O~wy & w>IA=— & Q>-
u=Rigr u:LidtL Z'C:CE 20 5

Ce qui est bien le cas ici!
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6) On lit graphiquement : 87" = 5 ms, donc 7' ~ 0,625 ms On utilise la continuité de i et uc :

On sait enfin que :

3FE
uc(0t)=|—=4
1 2 1 [T\ 2
wp = —F/— = — = C:<> ~ 100 nF = Q:].O E d d E
vV LC T L 2m i(0+) =—_—— =C &(0-&-) = £(0+) =_——_ = Buyp
2R dt dt 2RC
E |L
POUR ALLER PLUS LOIN = |B=-35\¢
Ex. n°7 e Conditions initiales d’un OH ) & i § Ainsi,
N
3F 1 /L
1) Voici le schéma équivalent simplifié en régime stationnaire (interrupteur en position uc(t) = > cos(wot) — eV sin(wot)
1).
1 4 . i 3
| | R ] UE Ex. n°8 e Circuit L(R||C) 1.8 8%¢ £
L
T Uc 1) Loi des mailles : E = ur, + u.
Loi des noeuds : if, =ig + ic.
mZE L. .
R \:\// On dérive cette expression :
@_@ d270 = uiL_E_i_Cu = E_U_E_A'_Cu
dt  dt = dt L R L R
Loi des mailles :
z On met I’ED sous forme canonique :
E—-Ri—Ri—-2E=0 = [i(07)=—
2R i U n u E
bt =—=+—-—==-—
RC LC LC
On en déduit :
. _ 3FE . o
uww=E—-Ri = UC(O ) = — On identifie :
2 1 c 1
w=—— et Q=Ry/—=—=01<=
2) Une fois U'interrupteur placé en position 2, les branches contenant des générateurs vVLC L 2
sont déconnectées et on a un simple dipole LC . Il s’agit donc du cas d’un circuit LC en
régime libre. 2) La tension aux bornes d’un condensateur est continue, donc u est continue : ©(0~) =
d*uc L ¥ _y u(07) =0 Ceci implique que ig(0") = 0 d’aprés la loi d’Ohm.
dt? LC

L’intensité & travers une bobine est continue : i1,(07) = i, (07) = 0. Ainsi,
On pose : wyp = 1/ LC'. La solution de 'ED est de la forme :

ir=ir+ic = ic(07)=[0=Cua(0")

uc(t) = A cos(wot) + B sin(wot)
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On a donc :

Y
A J

ult) = e[ A ch(t) + B sh(Qt) | + E E i

F 3 —_
w0T)=A+E=0 —~ A=_E C) — ¢ |r| lu
. M AE L
) = BQ — A = B=""=-"— III AV
u(07T) A 0 = ) q

En t =07, toutes les grandeurs sont nulles.

i(07) =0 et u(07)=0

La solution est donc :

u(t) = E {1 —e M (ch(Qt) + gsh(Qt)ﬂ

Les grandeurs continues en t = 0 sont : u et 4.

i(0Y) =0] et w(0T)=0
08 r La loi des mailles donne :
di di E
0.6 — i - (o) = =
S E=u+Ritl o = dt(o) 7
o
s Pour ¢t — oo, un nouveau régime permanent est atteint. Le condensateur est équivalent
4 un circuit ouvert et la bobine & un fil. On a donc :
02t
E
i(4+00) =i = —
| [ | , , | 2R
00, 1 2 3 4 5 6
le-5
ten(s) 2) 1l faut [Q > 1/2]
3)On a:
3) On est dans un régime pseudo-périodique si @ > 1/2. Ainsi : i() = e + e [A cos(Q) + B sin(Q) ]
1 1L e e
R L [ L _ 500 O Avec les conditions initiales :
2V C E
i(0%) =0=1ix + = 3R
Ex. n°9 e Circuit RL(R|C) 1.8 .6 ¢ § Et
00 b
di E E AE
1) Cf. schéma ci-dessous pour les notations. %((ﬁ) - -AM+QB = | B= QO 2RO

On en déduit :

E E E AE
i(t) = 2R e M [_QR cos(§2t) + (LQ - 2RQ> sin(Qt)}
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4) Graphe de i(t).

5) On part de la loi des mailles :
di
E=Ri+L —
1+ I +u

di d
E—RZ+LZ+R(ZC u> — u=Rigp et ip=1—1ic

dt dt
. di di d?i . di

dt2 L RC)dt LC LRC

On a donc :

2w o (B LY
“=ViIo| ¢ ~“\7 "R

On peut également passer par la notation complexe pour démontrer cette équation
différentielle (cf. chapitre E4). On pose I'impédance équivalente totale du circuit :

-1
1 R
Zeqg =R+ jwL — + jwC =R+ jwlL + ————
Zieg +Jw +<R+jw > + Jw +1+ijC
Ainsi,
QZZeqXZ

On remplace Z., par son expression et on multiplie chaque membre de ’égalité par
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1+ jwRC.

(1+ jwRC)e = (R 4 jwR2C + jwL + (jw)? RCL + R) i

Finalement, on repasse en réel.

di di d?i
. . 2 L
E =2Ri+ R°C T +L ar + RLC FTel

Donc, sous forme canonique :

¢ (R 1\di 2. B
a2 "\ " RrRC)dat " LC"'T LRC

POUR S’ENTRAINER AU DS

Ex. n°10 e Circuit RL(RL) paramétrable

1) Notations :

ug(t) ur (t)

d d
- -

)

i I

=~

e(t) a s(t)

On écrit la loi des mailles, que 'on dérive puisque 'on doit faire apparaitre la dérivée
de la tension d’entrée.
de dio d2i0 ds

dig
= aRin+ [ 220 &e _ $o 2 48
e = aRig + 7t +s = 7 aR 7 + 72 + 7

On remarque que s(t) est la tension aux bornes de la résistance et de la bobine. On a
donc : i
. L2
s=Riy =al —
' dt
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On écrit la loi des noeuds, que 'on dérive pour pouvoir utiliser les deux relation de s(t)

précédentes

ity = Ho_dih iy 1ds s
o d  dt ' dt R dt ' oL

On injecte cette expression dans la loi des mailles :

. dig de 1 ds s 1 d%s 1 ds ds
c=aliotLog ts = g = ok (R dt+aL)+ (R a2 " al dt)+dt

On regroupe les termes.

@—E@J’_ 14+ _A'_l §+£ (t)
dt R dt? “Ta)atTR®
. L . )
On divise par = et on retrouve bien la forme demandée.

2) On rappelle la forme canonique :

d?s  wo ds

- _— 2 e
e + Q di + wg s(t) = g(¢)
On a donc :
1 1
woZ% et wo:];<1+a+) = Q= ——
Q a l+a+—
o
1
3) Notons : f(a)=14+a+ —
e
Ainsi,
1 1
=— et flla)y=1-—
Etudions les variations de f(«) pour en déduire celles de Q.
o 0 1 2
() <0 >0
fla) +00 N\ 3 N\ 7/2
Q) 0* /! 1/3 N\ 2/7

Le facteur de qualité par de 0 lorsque o = 0, atteint sa valeur maximale de 1/3 pour

a = 1 puis diminue pour atteindre 2/7 lorsque o = 2. Donc : | Q € [0;1/3]
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4) Ent =07, on et dans un régime stationnaire.

o Bobine = fil électrique : ur,(07)=s(0") =0
O=up+ur+s =
io(O_) = i2(0_) =0

il(O‘) =0

o Loi des mailles :

o Loi d’Ohm :

UR(Oi) =0

o Loi des nceuds :
On utilise la continuité des intensités a travers les bobines.
io(0T) = i(0F) =0
1'1(0+) = 0

ur(0") =s(07) =0

o Continuité :
o Loi des nceuds :
o Loi d’Ohm :

E=ur+ur+s =
E

o Loi des mailles : ur(07) =

5) Avec les relations déterminées précédemment :
ds o le - dZO de - uy, S
dthtR<dt dt)R(L L)

On applique cette relation en t = 0T

RE

$(0°) ==

6) Pour t > 0, le signal e(t) est constant. Ainsi, 'ED devient :

d*s  wp ds 9
— + = t)=0
. . L. P 1 1
On est nécessairement en régime apériodique car @ < 3 <3

La forme générale de la solution est :

s(t) = e M [A ch(Qt) + B sh(Qt)]

Avec les conditions initiales :

s(0F)=A=0
RE

{01)=-2+0B = B=_-
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Ainsi,

7) Pour le tracé, faire attention a : la fonction est nulle en 0%, la dérivée est positive en

0% et aucune oscillation.

Graphe :

s(t) = oL e sh(Qt)

14

12

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

s

CasoUE =5Veta=1

t (ms)

800

0.25

0.50

—
0.75 1.00 125 150 175
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